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2.5 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 
A) ACELERACION DE UNA PARTICULA 
Recuerde que dada una partícula que ocupa las posiciones E(t) a lo largo 
de una recta en el instante t, con velocidad variable, la expresión E'(t) 
representa esta velocidad en cada instante t. Si se quiere ahora representar 
la aceleración en un instante t, inicialmente considere el caso en que ésta 
es constante o sea aceleración, 
_ Velocidadfinal - Velocidad Inicial 
tiempo 
es decir, 
a { t ) ^ h ) - v { t ) 
h 
en un intervalo de tiempo [t,t+h]. 
Ahora si en este intervalo de tiempo [t,t+h] la aceleración varía, la expresión 
de arriba representa la aceleración media . Si se quiere calcular la 
aceleración en un instante especifico t , entonces al hacer h muy pequeño, 
esta aceleración media se aproximará a la aceleración instantanea, 
siendo esta aproximación mejor a medida que h se haga*más pequeño, y 
en el caso ideal en que h tienda a 0, se obtiene la aceleración instantánea 
en este instante; es decir 
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/ x ,. kt0+h)~v(to) 
a(tJ = lim——-—— 
A-o h 
o » , 
Expresión que se conoce como la segunda derivada de la función E(t) en 
el punto t y que a continuación se tratará en forma más general. 
B) DEFINICIONES 
Dada una función y=f(x), puesto que su derivada es también una función, 
se puede pensar en derivarla en aquellos puntos donde exista esa derivada. 
A esta nueva función resultante se le llama la segunda derivada de la 
función f(x) y se nota: 
-„Ha d2y f'\x)=y"ó 
dx< 
es decir 
p///~\ _ d2f _ d f ( x ) = 
dx2 dx 
(ÍAx) 
dx 
Ejemplos 
1. Sea f(x)=sen(x5+3x), halle f'(x) y f'(1) 
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f(x)=(cos(x5+3x))(5x4+3) 
f,(x)=(cos(x5+3x)),(5x4+3)+[cos(x5+3x)](5x4+3)' 
=(-sen(x5+3x))(5x4+3)(5x4+3)+rcos(x5+3x)lf20x3) 
f'(1)=(-sen(4))(64)+(cos(4))(20) 
2. Sea fe) = * * 51 x ~ ° hallar f (x) . Qué es f'(O) ? 
-X2 si x<0 
a) si x>0 entonœs f(x)=2x y f'(x)=2 
b) si x<0 entonœs f(x)=-2x y f"(x)=-2 
c) / ' (0) = l i m á 0 í M 0 ) , ì i m m - m = , i m M = 0 p u e s 
a -0 h a -0 h a - 0 h 
lim 
a-0* h 
m _ lim — = lim h =0 y 
a-o* h 
Ah) lim 
a -0 ä 
-h2 lim = lim -h= 0 asi: 
a-0" a-o-
m = 
2x si x>0 
0 si x=0 
-2x si x<0 
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d) si x>0 entonces f (x)=2 y si x<0, f'(x)=-2 y 
/ " ( e l cual no existe, pues 
h-o h h-o h 
l i m / M 
h-o* h h-o+ h 
= lim 2 = 2 | i m / f f l : lim 
h -0" 
^ = lim -2 = -2 
/l 
asi: 
lim * lim por tanto: 
A-0' " h-0 
/ ' M = 
2 
no existe 
- 2 
sì x>0 
sì x=0 
si x<0 
jc^ iSi jc>0 3) Sea f ( x ) = J ~ entonces 
- x 4 si x<0 
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í 4x3 si x > 0 
f \ x ) = j O si j c=0 
-4x 3 si jc<0 
y 
I 12* 2 si jc>0 
f"{x) = | O si jc=0 
-12x 2 si x<0 
(ejercicio) 
En forma análoga a como se definió la segunda derivada de f(x) (f'(x)), se 
puede definir la tercera derivada de f(x) como la derivada de f2)(x) (y se 
nota por f"(x) o P(x)) , es decir f'"{x) = ^-if"{x)) , y así sucesivamente se 
dx 
pueden definir la cuarta, la quinta derivada etc: 
EJEMPLOS 
1. Si f(x)=x10+x3+x+1 entonces f(x)=10x9+3x2+1; f'(x)=90x8+6x; 
^ ) { x ) = d y A ^ ) { x ] ) . j V ^ d Z Atf4,w) 
//r4 dx Hr dxA dx 
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f<3)(x)=720x7+6; f(4)(x)=5040x6 y aquí f<4)(-1 )=5040(-1 )6=5040 
2. Hallar f<n)(x) si f(x)=eax 
f(x)=aeax; f'(x)=a.a.eax=a2eax; f"(x)=a2.aeax=a3eax 
..f(n)(x)=aneax 
En forma rigurosa para afirmar que esta fórmula se cumple para todo n, se 
debe demostrar por inducción matemática asi: 
si n=1; f(x)=aeax; se supone cierta para n=k, es decir, fk)=akeax 
y se demuestra para n=k+1, es decir, f(k+1)(x)=ak+1eax 
En efecto: 
/ * + 1 ) ( x ) = — { ? % ) ) = — (a*«?**) = a k ^ e a x . luegof(n)(x)=aneax es válido para 
dx dx 
todo n 
EJEMPLO 3 
Sea f(x)=sen(x), hallar f<n)(x) 
f(x)=senx¡ f(x)= cosx=sen — +jc , f(2)(x)= -senx=sen\ 2.— +x | ; 
p ( x ) = - ( X ) S j c = ^ ( 3 . - | + * j ;...fn)(x)= s e n ^ + x 
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Por inducción se demuestra que la anterior fórmula es cierta para todo neN 
Si n = 1 ; f(x)= senl ^ +JC U O O S J C ; supóngase cierta para n=k y demuéstrese 
para n=k+1, es decir; f<k+1)(x)= sen f(*+1).7T ) 1 -— +x 
2 
, en efecto, 
-MseniHf-*xW =cosí^^l = dx dx 
sen\ — + 71 i k. 71 2 2 =sen\ (£+1).— +x , entonces l 2 ) 
f<n)(x)= s e n \ ^ - + x \ es válida para todo nsN. 
EJEMPLO 4 
Hallar la derivada n-ésima de y(x)=f(x).g(x) 
y'(x)= f (x).g(x) + f(x).g'(x) 
y"(x)= f ,(x).g(x)+f(x).g'(x)+f(x).g ,(x)4f(x).g , ,(x) 
= f"(x).g(x)+2f(x).g'(x)+f(x).g"(x) 
y ,"(x)=f"(x).g(x)+3f ,(x).g ,(x)+3f(x).g"(x)+f(x).g" ,(x) 
Si se continúa derivando se puede apreciar una analogía con el desarrollo 
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de (a+b)n, donde los exponentes en este caso representan el orden de la 
derivada y f°\x) representa la función f(x), pues 
(a+b)1 = a+b = a1b° + a°b1 
(a+b)2 = a2+2ab+b2 = a2b°+2a1b1+a°b2 
(a+b)3 = a'+Sa'b+Sab^+b3 = a3b°+3a2b1+3a1b2+a°b3 
por tanto usando la inducción matemática, en forma análoga como se 
»» 
demostró el teorema del binomio: (a+b)n = 
k=o 
( \ n 
w 
an~kbk - s e puede 
demostrar la llamada fórmula de Leibniz para la derivada n-esima del 
producto de dos funciones 
- V 
m-g (x )Y n ) = E , ( e i e r c i c i ° ) 
k=Q ' \ #v / 
EJEMPLOS 
1. Si y(x)=xex, hallar -yM(jt) 
*=o 
í„\ n 
k) k=o U . 
(ex)(xW) = 
/ \ 
n 
exx + 
/ \ 
n 
,0, ,1, 
e * 1 , pues las derivadas de x de orden superior a 1 son 
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todas cero. 
2. Si y(x)=(1-x2)Cosx, hallar y«)^ ) 
y{n)(x) =((1 -x*)Cosx)M =(Cosx( 1 = ¿ (n\cox)^(1 -
k=0 k) 
n 
z 
*=o 
+ 
g j c o s f * * - f c p )(1 +| ^ |cos(x+0)(1 -,2)0 
\ 
n 
u / 
oosl 1 ( 1 - ^ " I c o s í ^ i ^ 
+ 
EJERCICIOS 
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1) Sea f(x)=sen3x, halle fA)(x) j / 2 ) ^ ) 
2) Sea f(x)=e4x, halle f>)(x) 
3) halle 
dxn 
4) halle d
n 
dxn 1-2x 
5) Si M = 
2x+1 x>2 
3 x=2 
-x+2 x<2 
halle f'(x) 
6) Si / M = 
x2+x+~\ six>0 
1 * = 0 
-x+2 *<0 
halle f*(0), f'(2), f"(5) 
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2.6 DERIVACION IMPLICITA 
Toda ecuación en dos variables (x,y), se puede expresar de la forma 
F(x,y)=0,por ejemplo x2+y2+3=0 ; y-x^O ; x2+y2-1=0 ; x-2=0. 
Gráficamente, cuando la solución no es vacía, los puntos (x,y) que 
satisfacen una ecuación de este tipo, representan un conjunto de puntos en 
el plano (una curva en R2), los cuales definen una función o una relación no 
funcional, asi por ejemplo, la ecuación x2+y2+3=0 no tiene solución y por 
tanto no representa ningún punto en el plano; la ecuación y-x2=0, representa 
una parábola abierta hacia arriba que es la gráfica de una función; la 
ecuación x2+y2-1=0 representa una circunferencia con centro en el origen y 
radio 1, que no es función y la ecuación x-2=0 representa una recta vertical 
que tampoco es una función. 
Cuando la expresión F(x,y)=0 representa una función entonces a cada valor 
de x corresponde un único valor de y ,es decir, "y" se puede expresar en la 
forma y=f(x) y asi F(x,f(x))=0 para todo xsDf y en este caso se dice que la 
función f(x) esta definida en forma explícita o que F(x,y)=0 define 
explícitamente a la función f(x). 
Cuando la ecuación F(x,y)=0 representa en el plano una curva que no es 
una relación funcional es posible subdividir dicha curva en subcurvas que 
representen funciones, (no considerando si es del caso en la curva original 
los sectores de curvas completamente verticales), como se puede apreciar 
en la fig 28. en el cual la curva que representa F(x,y)=0 que no es función, 
se subdivide en siete funciones fv..í7. 
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figura 28 V 
Es evidente que si algún punto (x,y) satisface la función y=fj(x) para algún 
j, 1<=j<=7, entonces este punto satisface la ecuación F(x,y)=0; en casos 
como éstos se dice que las funciones fv . f7 están definidas implícitamente 
por la ecuación F(x,y)=0, observe que no es sencillo hallar estas funciones 
f^.fy a partir de F(x,y)=0. Si la curva que representa F(x,y)=0 es suave (no 
tiene picos y es continua), dado un punto (a,b) sobre la curva, es posible 
hallar la recta tangente a ella en este punto,pero ¿cómo se halla la 
pendiente de esta recta ?, si se supone que el punto está sobre el tramo 
correspondiente a la función fk(x) (k fijo), esta pendiente estaría dada por 
f ^a) , pero como en general no es posible hallar esta función fk(x) , es 
necesario encontrar una forma de hallar esta pendiente a partir de la 
ecuación F(x,y)=0. El método para ello consiste en encontrar una expresión 
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para que depende de "x" y "y" de tal forma que al reemplazar (x,y) en 
dx 
esta expresión por cualquier punto (a,b) que satisface la ecuación f(x,y)=0, 
el número resultante representa la pendiente de la recta tangente en ese 
punto. Para hallar la expresión ^ es necesario tener en cuenta que para 
dx 
un punto x, "y" puede estar representado por más de una expresión 
(y=f¡(x) para algún i=1,2,..7), por tanto mientras no se especifique fk(x) ,"y" 
puede representar cualquiera de estas funciones y así derivando la 
expresión F(x,y)=0, respecto a x, considerando a Y donde aparezca,como 
función de x, es posible despejar ^ en términos de "x" y "y". Al derivar 
dx 
F(x,y)=0 respecto a x, se aplicarán las propiedades de las derivadas que 
sean necesarias sin olvidar que y es función de x, así por ejemplo: 
Si aparece el término x * y , al derivarlo resulta x2^-+2xy 
dx 
Si aparece Sen3y2, a ' derivarlo resulta: 3sen2}'2.cosy2.2y.^-
dx 
A este método de derivación se le conoce con el nombre de derivación 
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implícita 
EJEMPLOS . 
1. La ecuación x2+y2=4 es de la forma F(x,y)=0 y define implícitamente las 
funciones = y4-x2 y f2(x) = -y/4-x2 P u e corresponden a la parte 
superior e inferior de la circunferencia con centro en el origen y radio 2. 
Observe que la ecuación x2+y2-4=0 cuya gráfica es la circunferencia 
completa, no representa una función. 
Suponga que se tiene un punto (a,b) sobre la circunferencia, diferente de 
(o,2) y (-2,0), y se desea hallar la pendiente de la recta tangente a la curva 
en ese punto, la cual evidentemente existe independientemente si (a,b) 
pertenece al gráfico de / , (*) o f2(x) . Para hallarla se encuentra 
inicialmente ^ , donde con "y" estamos representando a 
dx 
fA(x) o a f2(x) . De acuerdo a lo expuesto anteriormente se tiene que : 
2x + - 0 = 0=»^ = -— = --
dx dx 2y y 
Así, si el punto (a,b) pertenece a la gráfica de f^(x) entonces la pendiente 
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buscada es: -— que representa a 
dy . -a -a 
y si el punto 
(a,b) pertenece a la gráfica de f2(x) entonces la pendiente buscada es: 
a , dy i -a -a a 
que representa a = = — _ : (fig 29) 
dx " f2(a) 
Figura 29 
x*+ y - 4 = F(x,yJ = 0 
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2. La ecuación x2ey+xseny-4=0 define implícitamente a Y como función de 
X. Hallar ^ 
dx 
Para ello se deriva respecto a x la ecuación F(x,y)=0, es decir, 
2xey +x2ey— +seny+xCOSy— - 0 = 0 => 
dx dx 
(x2ey +xCOSy)^- = -(2xey +seny) => 
dx 
dy _ (2xey+seny) 
dx (x2ey+xCOSy) 
3. La ecuación ^ 3 + ^ 2 y - x 2 + 3 x y + 3>'2-3v = 0 define implícitamente a "y" 
como función de x, hallar ^ en el punto (2,-1). 
dx 
Para ello, primero es preciso verificar que el punto (2,-1) satisface esta 
ecuación (Ejercicio). Ahora derivando esta ecuación respecto a x se tiene 
que: 
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3x2 + 2 x y + x 2 ^ + 3¡y + - 3 ^ =0 « u n e « 
dx l dx) dx dx 
2 dy 
(3x2+2xy-2jc + 3y)+{x2+3x+6y-3)&=0 
dx 
entonces 
dy _ (3x +2xy-2x + 3y) 
— , 7 — y asi: 
dx (x2+3x+6y-3) 
dy | 1 2 - 4 - 4 - 3 , 1 
¿£ci(2'~1) 4 + 6 - 6 - 3 1 
4. La ecuación xy-seny-5=0 define implícitamente a Y como función de X. 
hallar ^ . 
Primero se halla - -
dx 
¿y entonces (x - co^)-^- = entonces 
dx 
dy _ y 
casy -je <±C 
Ahora 
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(cosy - -y 
dx 
seny—-1 
dx 
(cosy -x)2 
(cosy-x) 
cosy -x 
seny 
\ cosy -x 
(cosy -x)¿ 
EJERCICIOS 
I) Las ecuaciones siguientes definen a Y como función de X, hallar dy 
dx 
1. x^+2xy+y5-x=0 2. xcoshy+arcsenx+xy-5=0 
3. y-2 x +2xy+xe = 0 4. 
1 I 
y 3 +x3 + \jseny -5=0 
5. x3-3xy2+y3=0 
II) Hallar cPY 
dx2 
en el punto indicado 
1. x2-4y2=9 (5,2) 2. x2+4xy+y2+3=0 en (2,-1) 
III) Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva dada en el punto 
indicado 
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1. x2+xy+2y2=28 (-2,-3) 2. 9x2+4y2=72 (2,3) 
2.7 LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION EN UN PUNTO 
Sea y=f(x), una función, tal que en x=c existe: 
Si en lugar de calcular el ^ se le da a 
h -o h 
h en la expresión , un valor fijo muy cercano a 0, es evidente que esto no 
representará a f(c), sino una buena aproximación de f(c), que mejorará más 
a medida que a h se le asignen valores más pequeños así: 
^ para algún h pequeño, donde » significa 
h 
aproximadamente igual , y así f'(c)h~f[c+h)-ñc) i , 0 ° l u e indica que el 
incremento de la función : f(c+h)-f(c) para un incremento pequeño h de la 
variable cerca a c, se puede aproximar por f(c)h, expresión que se conoce 
con el nombre de la diferencial de la función en el punto c, para el 
incremento h. 
Es evidente que a medida que h se hace más pequeño, la diferencial f en 
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c con este incremento se aproximará cada vez más al incremento de la 
función . En la figura 30 se puede apreciar gráficamente el significado de la 
diferencial. 
Figura 30 
Puesto que ftc+h)-J{c)*f'{c)h entonces f{c+h)*f'{c)h+j{c) 'o que se 
puede representar como: 
Ac+h)*f\c){(c + h)-c]+Ac) 
El lado izquierdo de esta expresión representa la función calculada en un 
punto c+h vecino de c, y teniendo en cuenta que la ecuación de la recta 
tangente a la curva en el punto c está dada por y=f(c)(x-c)+f(c) (Ecuación 
de la recta con pendiente f (c) que pasa por (c,f(c)) entonces el lado derecho 
de esta expresión representa la recta tangente calculada en el punto (c+h), 
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lo que indica que si una función es derivable en x=c, la función en cercanías 
de c se puede aproximar por la recta tangente a la curva en el punto c, lo 
que garantiza la suavidad de la curva en c. 
La diferencial se puede usar para calcular aproximadamente el valor de una 
función en un punto, conociendo el valor de la misma función en un punto 
cercano a él, siempre que la función sea derivable en este último punto; 
dependiendo la precisión del resultado de lo cerca que se encuentren los 
dos puntos. 
EJEMPLO 1 
Hallar aproximadamente el valor de 3 ,'27 qq . 
Esto significa hallar f(27+0.08), donde ^ = ^ . Se utiliza la 
aproximación del incremento de una función por medio de la diferencial: 
f(x+h) « f(x)h+f(x). Que para h=0.08 y x=27 es: 
f(27+0.08) « f(27).(0.08)+f(27), y puesto que ^ = ^ entonces 
2 2 
f(x) = -x 3 Y / ' (27) = - ( 27 ) 3 = - 3 " 2 = — - además f(27)=3 por 
3 3 3 27 
tanto: 
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3 v / 2 7 ^ - L ( 0 . 0 8 ) + 3 
EJEMPLO 2. Use diferenciales para calcular el valor aproximado del 
aumento en el área de una pompa de jabón, cuando su radio aumenta de 
2 a 2.1 metros. 
El área de una pompa de jabón está dada por f(r) = 4nr2 (área de la esfera). 
Se puede aproximar el cambio exacto f(r+h)-f(r).Mediante la diferencial 
dA = f(r)h, siendo r = 2 y h = 0.01, donde, como f(r) = 87tr entonces 
f(2)=167t y así: 
f(2+0.01)-f(2) « dA=f(2).(0.01)=(167r)(0.01)=0.167tm2 
Ejercicios 
I) Estimar las siguientes expresiones usando diferencial. 
a ) V¡0T0 b) y i 25 c) ( 2 6 ) 1 
II) Dada y=x2-x+1, halle a) Ay b) dy c) Ay-dy 
III) Un disco metálico se dilata por la acción del calor de manera que su 
radio aumenta de 5 a 5.06 cms. Hallar el valor aproximado del incremento 
del área 
IV) Una bola de hielo de 10cms de radio, se derrite hasta que su radio 
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adquiere el valor de 9.8 cm, hallar aproximadamente la disminución que 
experimenta a) su volumen b) su superficie 
(R/ 80tt ; 16tc) 
2.8 ALGUNAS CARACTERISTICAS DE LAS GRAFICAS EN UNA 
FUNCION 
Dada una función y = f(x) de reales en reales, un primer intento que se 
puede hacer para construir su gráfica, es dar algunos valores para x en Df 
y hallar sus correspondientes valores para "y", obteniendo así unos puntos 
que pertenecen a la gráfica; luego se unen estos puntos por pedazos de 
curvas suaves de los cuales no hay garantía ni de que sus puntos 
pertenezcan a la gráfica de y = f(x), ni de que la forma de esta curva entre 
dos puntos corresponda a la forma de la curva y = f(x). Es por ello que este 
método no resulta apropiado si se quiere tener una buena aproximación 
de la gráfica de y = f(x). 
Qué características importantes se deben tener en cuenta en la construcción 
de una gráfica? 
1. Evidentemente es necesario conocer su dominio y también los puntos 
donde la gráfica corta el eje x, es decir, las rafees reales de la ecuación 
f(x) = 0. 
2. Puesto que dados dos puntos de la gráfica y = f(x), éstos pueden unirse 
para formar un pedazo de la curva que sube, que baja o que sube y baja 
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en este tramo,es necesario caracterizar los intervalos de la recta real donde 
la curva sube (función creciente) o donde la curva baja (función 
decreciente). En lenguaje técnico se entiende que una función y = f(x) se 
dice CRECIENTE en un intervalo (a,b) si f(s) > f(t) para todo s>t en este 
intervalo y se dice DECRECIENTE en (a,b) si f(s) < f(t) para todo s>t en 
este intervalo fig 31 
3. Dos puntos en la gráfica de y=f(x) podrían ser unidos por un arco de 
curva abierto hacia arriba (convexa) o abierto hacia abajo (cóncava) razón 
por la cual se deben caracterizar los intervalos donde se presenta una u 
otra situación. Más precisamente se tiene que : 
Una función y=f(x) se dice convexa en un intervalo (a,b) si el segmento de 
recta que une dos puntos cualquiera de la curva en este intervalo, está 
sobre la curva entre éstos dos puntos y se dice cóncava en (a,b) si dicho 
segmento de recta está bajo la curva de y=f(x) entre estos dos puntos 
(fig 32). 
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y figura 32 y 
convexa y = f(x] 
\ 
cóncava 
y = f(x) 
a s t b a s t b 
Además de los puntos reales donde la función se anula hay otros puntos 
que es necesario identificar en la contrucción del gráfico de y = f(x) 
4. El punto más alto de la curva (máximo absoluto) y el punto más bajo de 
la curva (mínimo absoluto) cuando ellos existen, los cuales en términos de 
sus abscisas y ordenadas se definen por : 
Una función y = f(x) se dice que presenta máximo absoluto en x=a si 
f(x) < f(a) para todo x en el dominio de f; al número real f(a) se llama valor 
máximo absoluto de la función. 
En forma análoga si f(x) > f(a) para todo x en el dominio de f, se dice que 
la función f presenta un mínimo absoluto en x=a y su valor es f(a). 
Frecuentemente es necesario hacer referencia a puntos sobre la curva que 
sin ser necesariamente máximos o mínimos absolutos estén más altos o 
más bajos que todos sus vecinos cercanos tanto a derecha como a 
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izquierda, lo que rigurosamente se define por : 
Si f(x) < f(a) para todo x en una vecindad de a, se dice que f tiene un 
MAXIMO RELATIVO en x=a y su valor es f(a) y si f(x) > f(a) para todo x 
en una vecindad de a, se dice que f tiene un MINIMO RELATIVO en x=a 
y su valor es f(a) (fig 33) 
Figura 33 
En la figura 33 se presentan : 
máximo absoluto en x=a, con valor f(a) 
máximo relativo en x=d, con valor f(d) 
mínimo absoluto en x=c, con valor f(c) 
mínimos relativos en x=c, con valor f(c) y en x=e con valor f(e) 
5. También es importante identificar los puntos donde la curva cambia de 
convexa a cóncava y viceversa, es decir, los llamados PUNTOS DE 
INFLEXION (fig 34) 
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Figura 34 
EJERCICIOS 
I) Trace un bosquejo de gráficas con las siguientes características (si es 
posible) 
1. Que su máximo absoluto y su mínimo absoluto sean también máximos 
y mínimos relativos 
2. Que tenga máximo y mínimo absoluto, pero no máximo y mínimo relativo 
3. Que tenga máximos y mínimos relativos, pero no tenga máximo absoluto 
ni mínimo absoluto. 
4. Que sea creciente y tenga máximos relativos 
5. Que sea decreciente y cóncava 
6. Que tenga máximo relativo y no sea cóncava 
7. Que reúna todas las definiciones dadas 
II) Para las funciones siguientes, cuyas gráficas son ampliamente conocidas, 
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definidas en el intervalo dado, observando sus gráficas, identifique los 
intervalos donde la función es creciente, decreciente, cóncava, convexa, sus 
máximos y mínimos absolutos y relativos y puntos de inflexión. 
a) f(x) = x2 [-3,5] b) f(x) = x3 (-10,20] c) f(x) = Sen(x) [-TI/2, 2n] 
d) f(x) = Tan(x) (-TI/2, TU/2) e) f(x) = ex [-2,oc) 
f)f(x) = Ln(x)(0,10) h)f(x) = |x| [-1,4] 
2.9. LA DERIVADA DE UNA FUNCION EN LA CONSTRUCCION DE 
SUS GRAFICAS 
A) Propiedades de funciones continuas en intervalos cerrados 
Inicialmente se puede observar que de la definición de continuidad de una 
función en un intervalo cerrado [a,b] se pueden concluir los siguientes 
resultados; los cuales se ilustran gráficamente : 
Si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] : 
1. f(x) tiene un máximo absoluto y un mínimo absoluto en ese intervalo (fig 
35). 
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Figura 35 
Mínimo absoluto 
+ Máximo absoluto 
Mínimo absoluto 
2. f(x) toma todos los valores que hay entre el valor mínimo y el valor 
máximo (teorema del valor intermedio) (fig 36). 
Recorrido 
de fjx] 
3. Si f(a) y f(b) difieren en signo, existe un punto c en el intervalo (a,b) para 
el cual f(c) = 0 (fig 37) 
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Figura 37 
B) Puntos donde se pueden presentar máximos y mínimos 
Los puntos donde se presentan máximos o mínimos relativos y en los 
cuales la función es derivable se caracterizan porque allí, su derivada es 
igual a cero, es decir, si en c s Df se presenta máximo o mínimo relativo y 
f es derivable en x=c entonces f (c)=0. 
Evidentemente, si se supone por ejemplo que en x=c se presenta un 
máximo relativo, entonces para h cercano a cero f(c+h) < f(c) o sea 
f(c+h)-f(c) < 0 ;y puesto que f es derivable en c entonces : 
f'(c) = lim Ac+h)-f[c) puestQ que h>Q 
A-<r h 
f'(c) = lim >Q 
h -0" h 
pues h<0 y por tanto como 0<f(c)<0, se concluye que f(c)=0 
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Notas 
1. Si se considera la función f(x)=x3 es evidente que f(x)=3x2 se anula en 
x=0, pero de su gráfico se puede apreciar que en este punto no se presenta 
ni máximo ni mínimo relativo, lo cual indica que la condición f(x) = 0 es 
necesaria para que en x=c se presente máximo o mínimo relativo cuando 
f es derivable en c, pero no es suficiente. 
2. A todos los puntos x e D f , donde f(x) = 0 se llaman puntos críticos de la 
función. (Observe que en estos puntos, según lo tratado anteriormente, 
puede existir o no máximo o mínimo relativo) 
3. No siempre que en x=c se presentan máximo o mínimo relativo su 
derivada es cero, pues puede que alli ésta no exista (fig.38a), pero si f 
tiene derivada en este punto, necesariamente debe ser cero (fig 38b). 
Figura 38 
Máximo reltivo Máximo 
f'(c) no exite relativo 
4. Según lo anterior, los máximos o mínimos relativos de una función se 
pueden presentar en : 
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a) donde f(x) = 0 (Puntos críticos) 
b) donde f(x) no sea continua 
c) donde f(x) no existe (fig 39) 
Figura 39 
Y los máximos y mínimos absolutos se pueden presentar en cualquiera de 
los casos a) b) c) anteriores o en los extremos del intervalo cerrado donde 
esté definida la función, si éste es el caso (fig 40) 
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Hasta aquí ya se sabe como seleccionar los candidatos a puntos donde se 
presentan máximos o mínimos relativos o absolutos, pero es necesario 
establecer criterios para saber si en cada uno de estos puntos se presenta 
bien sea un máximo o un mínimo o ninguno de ellos. 
Con el fin de presentar estos criterios es necesario determinar primero los 
intervalos donde la función es creciente o decreciente y donde es cóncava 
o convexa. Para ello se presentan inicialmente dos teoremas 
C) PROPIEDADES DE FUNCIONES DERIVABLES EN INTERVALOS 
CERRADOS 
TEOREMA DE ROLLE 
Si f(x) es una función continua en [a,b], derivable en (a,b). si f(a) = f(b), 
entonces existe c e (a,b) tal que f(c) = 0 (fig 41) 
Demostración 
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Como f es continua en [a,b] entonces f tiene un máximo y mínimo allí, si el 
máximo o el mínimo está en c e (a,b) entonces en este punto f(c) = 0 (pues 
sería máximo o mínimo relativo y derivable en este punto). 
Ahora si en el punto a se presenta máximo y en b se presenta mínimo o 
viceversa entonces la función es constante, por tanto f(c) = 0, para todo 
c e (a,b). 
TEOREMA DEL VALOR MEDIO 
Si f es una función continua en [a,b] y derivable en (a.b) entonces existe 
ce(a,b) tal que f'{c) = ^ " ^ (Fig. 42) 
b - a 
DEMOSTRACION 
Figura 42 
La demostración consiste en aplicar el teorema de Rolle a la función 
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£>(*) = j{á) - — - a) , la cual satisface la hipótesis de este 
b - a 
teorema, pues D(a)=D(b) (Verifíquelo), D(x) es continua en [a,b], derivable 
en (a,b) y por tanto existe ce(a,b) tal que D'(c)=0 es decir, 
f(c) - M ^ M = 0 y así f(c) = (Fig 42). 
De la figura 42 se puede observar que el teorema del valor medio garantiza 
la existencia de la recta T, tangente a la curva y paralela a la recta L que 
une los puntos (a,f(a)) (b,f(b)). 
EJEMPLO. 
Considere un móvil que se desplaza desde un punto "a" hasta un punto "b" 
a lo largo de un segmento rectilíneo ubica'ndose en el punto s(t) en el 
instante t con velocidad variable Su velocidad promedio es entonces 
- - - - y según el teorema del valor medio existe un punto ce(a,b) tal 
b - a 
que s7(c) = ; pero como s'(c) representa la velocidad 
b - a 
instantánea en el punto "c", este resultado se puede interpretar afirmando 
que la velocidad instantánea coincide en algún instante con la velocidad 
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promedio. 
D) CRITERIO PARA DETERMINAR INTERVALOS DONDE UNA 
FUNCION ES CRECIENTE O DECRECIENTE 
Si f(x)>0 para todo xe(a,b) entonces f(x) es creciente en (a,b) y si f(x)<0 
para todo xe(a,b) entonces f(x) es decreciente en (a,b) (fig 43). 
En efecto: 
Si se supone que f(x)>0 entonces > 0 y si h>0 entonces 
h -o h 
f(x+h)-f(x)>0, luego f(x+h)-f(x)>0, lo que implica que f es creciente pues 
x+h>x. 
Análogamente demuestre este resultado para h<0. 
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Para el caso en que f(x)<0 se procede en forma similar, (ejercicio). 
Ejemplo 1 
Determinar los intervalos donde f(x)=x3-3x2-24x es creciente y donde es 
decreciente. 
Basta con hallar los valores de x que satisfacen las desigualdades f(x)>0 
para f creciente y f(x)<0 para decreciente: 
f(x) = 3X2-6X+24 = 3(x+2)(x-4) 
a) f(x) = 3(x+2)(x-4) > 0 
(x + 2) 
(x - 4) -
+ + + + + + + + + + + + + 
+ + + + + + 
+ -2 - 4 + 
Luego f(x)>0 si xe(-oo,-2)U(4,+oo) 
b) f(x) = 3(x+2)(x-4) < 0 si xe(-2,4) 
Ejemplo 2 
Determinar los intervalos donde f es creciente y decreciente si f(x) = excosx. 
Basta con hallar los valores de x que satisfacen las desigualdades f(x)>0 
y f(x)<0. 
f(x) = excosx - exsenx = ex(cosx - senx) 
a) ex(cosx - senx)>0 si (cosx - senx)>0, es decir, si 
cosx>senx, es decir si tanx<1 <=> xe(p7i-7r/2,p7r+7i/4), para todo peZ. 
b) ex(cosx - senx)<0 si cosx < senx, es decir, si tanx>1 <=> 
xe(p7i+7t/4,p7t+7c/2), para todo peZ. 
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E) Criterio para determinar los intervalos donde la función f es cóncava 
o convexa 
Sea f(x) una función dos veces derivable en (a,b). 
Si f'(x)>0 para todo xe(a,b) entonces f es convexa en (a,b) y si f'(x)<0 para 
todo xe(a,b) entonces f es concava en (a,b) (Fig 44). 
f ^ f v 
De la figura anterior se observa que cuando f es convexa entonces sus 
pendientes (f) son crecientes y cuando es concava sus pendientes (f) son 
decrecientes. Además observe que de acuerdo al resultado de (D),si f'(x)>0 
entonces f(x) es creciente y recíprocamente si f'(x)<0, f(x) es decreciente. 
Nota: Si f'(c)=0, el punto "c" puede pertenecer a un intervalo donde la 
función es convexa, cóncava o "c" es un punto de inflexión (Fig. 45). 
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Figura 45 
a ) b) C ) 
Observe de la figura anterior que f'(0)=0, g"(0)=0. h"(0)=0, pero en x=0, f es 
convexa, g es cóncava y para h el punto (0,0) es un punto de inflexión. 
Ejemplo 1 
' . 1 
Hallar los intervalos donde la función j{x) = ——— , es cóncava y donde 
4 + x 
es convexa. 
Basta hallar f'(x) y resolver para "x" las desigualdades f'(x)>0 
(Para convexa) y f'(x)<0 (Para cóncava): 
f ( x ) = F(X) = - +X2)22-2x(2(4 +X2)2X) 
(4 + x2)2 ' (4 h- x2)4 
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(4 +x2 ) [2(4 +X2) -8x 2 ] _ 8 * 2 - 8 - 2 c 2 _ 6 * 2 - 8 
(4 + x2)4 (4 +X2)3 (4 +X2)3 
a) / " (x) = 6 x 2 8 > O <=> 6X2-8>0 <=> 6X2>8 <=> x2>8/6 <=> 
(4+X2 )3 
\ <=> X€ \ 
4 
3 
U \ 
4 
3 ' 
b) <=> 
(4 + X2) 
/ 
4 4 
3 ' \ 3 ) 
Los puntos 
\ 
< \ 
4 
N 3 J \ 
4 
3 
son puntos de inflexión, 
pues allí hay cambios de concavidad. 
Ejemplo 2 
Como es conocido de la gráfica de la función f(x) = senx se 
tiene que los intervalos donde la función es convexa son ((2n+1 )7c,(2n+2)7c), 
neZ y donde la función es cóncava (2n7c,(2n+1)7c), neZ, resultado que se 
puede obtener con su segunda derivada, pues: 
f'(x) = -senx > 0 <=> senx < 0 <=> xe((2n+1)7t,(2n+2)7r), neZ 
178 
f'(x) = -senx < O <=> senx > O <=> xe(2n7r,(2n+1)7i), n e Z y los puntos de 
inflexión son (n7ü,f(n7c)). 
F) Criterio de la primera derivada para determinar máximos y mínimos 
relativos 
Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) excepto posiblemente en 
ce(a,b) entonces: 
a) si f(x)>0 para c-6<x<c para algún 8>0 y f(x)<0 para c<x<c+Ó, entonces 
f tiene un máximo relativo en x=c y su valor es f(c). 
b) si f(x)<0 para c-ó<x<c para algún 8>0 y f(x)>0 para c<x<c+8, entonces 
f tiene un mínimo relativo en x=c y su valor es f(c). (Fig. 46) 
En efecto: 
Para el caso a) se verá que f(c)> f(x) para c-Ó<x<c+Ó. 
Si x>c entonces xe(c,c+6) y por hipótesis f(x)<0, por tanto fes dedreciente 
en (c,c+5) y así f(x)<f(c). 
Si x<c entonces xe(c-8,c) y por hipótesis f(x)>0, por tanto f es creciente en 
(c,c+8) y así f(x)<f(c). 
Análogamente se demuestra la parte b) 
Figura 46 
y Máx imo 
relat ivo 
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Ejemplo 1 Sea f(x) = 12 + 2x2 - x4 
Como esta función es polinomial entonces es continua y derivable en 
cualquiera de sus puntos, luego sus máximos y mínimos solamente se 
podrán hallar en aquellos puntos "x" donde f(x)=0, es decir: 
f (x )=4x - 4X3=4X (1 - X2)=4X (1 - x)(1 + x)=0 <=> x=0,1,-1 
a) f(x)=4x (1 - x)(1 + x)>0 <=> (xe(-oo,-1 )U(0,1) y 
b) f(x)=4x (1 - x)(1 + x)<0 <=> xe(-1 ,0)U(1 ,CD) pues 
x 
(1 - x) + + + 
(1 + X ) 
+ + + + + 
* + + + + + 
0 
+ + + 
+-+ + + + 
+ + + + + 
-*- + + + + + + 
f + + + + + 
-1 
así que f tiene máximos relativos en x=-1 y x=1 y sus correspondientes 
valores son f(-1) y f(1) ya que f es creciente en (-oo,-1) y decreciente en 
(-1,0); creciente en (0,1) y decreciente en (1,+oc) y f tiene un mínimo relativo 
en x=0 y su valor es f(0)=0 ya que f es decreciente en (-1,0) y creciente en 
(0,1). 
Ejemplo 2 
Como f(x)= x-2 ! +5 es continua para todo R, pero no es derivable en x=2. 
(donde se presenta un pico), entonces sus valores máximos o mínimos 
relativos pueden estar o donde f(x)=0, o donde f(x) no sea derivable. 
; 1 x>2 
f (x) = \ no existe x=2 
' - 1 x<2 
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luego el único punto donde posiblemente hay máximos o mínimos relativos 
es en x=2. 
Como f(x)>0 para x>2 y f(x)<0 para x<2, entonces en x=2 se presenta un 
mínimo relativo y su valor es f(2)=5 (Fig. 47) 
Figura 47 
Ejemplo 3 
Para la función cuya gráfica aparece en la (Fig 48) se puede concluir: 
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que f presenta un máximo relativo en x=a (allí f (a)=0) y en x=0, sin embargo 
f no es continua en x=0. 
G) Criterio de la segunda derivada para determinar máximos y mínimos 
relativos 
Si f(x) es dos veces derivable en un punto x=c en el cual f(c)=0 entonces: 
a) Si f'(c)>0, en x=c se presenta un mínimo relativo 
b) Si f'(c)<0, en x=c se presenta un máximo relativo 
c) Si f'(c)=0, el criterio no decide, es decir, allí puede presentarse máximo 
o mínimo o ninguno de los dos. 
Demostración 
a) Como f'(c)>o entonces f"(c) = l i m - ^ ^ Ü ^ > 0 , 
x-c X — C x-c X-C 
por tanto: Si x>c, f(x)>0 entonces f es creciente y si x<c, f(x)<0 entonces 
f es decreciente, y así por el criterio de la primera derivada,en x=c se 
presenta un mínimo relativo. 
En forma análoga se demuestra la parte b). 
Nota: Como se puede apreciar, este criterio no se puede aplicar para 
aquellos casos en que el máximo o mínimo relativo se presente en puntos 
donde la función no es derivable, por lo que el criterio anterior resulta más 
general. 
182 
Ejemplo 1 
Utilizando este criterio, para hallar los valores máximos y mínimos relativos 
de f(x) = -x3 + x2, se procede a hallar los puntos donde f(x)=0, es decir, 
f(x)= -3x2 + 2x = x (-3x + 2) = 0 <=> x=0 o x = 2/3 
Ahora para cada uno de estos puntos se analiza el signo de la segunda 
derivada. Así puesto que f'(x) = -6x + 2 entonces f'(0) = 2 > 0, lo que indica 
que en x=0, se presenta un mínimo relativo y su valor es f(0)=0 y puesto 
que f'(2/3)=-6.2/3+2=-2<0 entonces en x=2/3 se presenta un máximo 
Ejemplo 2 
Hallar los valores máximos y mínimos de „ . . _ l y f{x)=x3{Q-x)=Qx3 -x 
relativo y su valor es (i) - - 2 j 4 3 ' 27 
2 1 
3 3 
—(2 3 =0 <=>x=2 
3 
2 
f"{x) = (Ejercicio), 
9 x 5 / 3 
183 
n 4(2+4) 
/ (2) = -— < 0 , luego f tiene un máximo relativo en x=2 y su valor 
y 2 
es ^ - 6 2 3 e ' c r ' t e r ' ° d e l a s e 9 u n d a derivada). 
El punto OG Df y en x=0 f no es derivable, aquí no se puede aplicar el criterio 
de la segunda derivada, luego hay que aplicar el criterio de la primera 
derivada así: 
f / { x ) = > 0 51 xe(-oo,0)U(0,2) y 
f'{x) = ^ ^ < 0 en (2.+co). así f no tiene máximos ni mínimos relativos 
3 x2! 3 
en x=0. 
EJERCICIOS 
I) Hallar los intervalos donde fes creciente, decreciente, cóncava, convexa, 
puntos de inflexión, valores máximos y mínimos relativos si, existen 
1) f(x)= I 9-x2! 2) f(x)=3x5+5x4 3) f(x)=x2(4-x)1/2 
4 ) Áx)=^r~2 5> 4+x¿ 1 ~x 
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6) f(x)= I x! +1 x-1 | -x con xe [-20,40] 
7) f(x)=(1-x)2/3(2+x)1/3 con xe[-4,10] 8) f(x)=2cosx-cos2x 
9) f(x)=x+senx 10) f(x)=x2/3(x2-8) 
11) f(x)=x(x-2)(x-3) con xe [-4,10] 
II) 
1) Hallar los valores de a.b,c tal que f(x)=ax2+bx+c tenga un máximo relativo 
de 6 en x=2 y que la. gráfica de f tenga intersección con el eje "y" igual a 4. 
2) Si f(x)=ax3+bx2; hallar a,b de manera que la gráfica de f tenga un punto 
de inflexión en (1,2). 
3) Si f(x)=ax3+bx2+cx+d, hallar a,b,c,d de manera que f tenga un extremo 
relativo (máximo o . mínimo relativo) en (0,3) y su gráfica un punto de 
inflexión en (1 ,-1). 
4) Hallar los valores de a,b.c tal que f(x)=ax2+bx+c tenga un máximo relativo 
de 7 en x=1 y la gráfica pase por (2,-2). 
5) Hallar a,b,c tal que f(x)=ax3+bx2+cx+d tenga extremos relativos (máximo 
o mínimo) en (1,2) y en (2,3). 
6) Hallar los valores de a,b tales que f(x)=x3+ax2+b tenga un extremo 
relativo en (2,3). 
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2.10 PROBLEMAS DE APLICACION DE LA DERIVADA 
A) RECTAS TANGENTES Y RECTAS NORMALES 
Se trata de resolver problemas geométricos relacionados con rectas 
tangentes y normales (perpendiculares a las rectas tangentes) en los 
cuales la derivada de una función f(x) en un punto x=a, como se vió en 
la introducción, se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la 
curva en el punto (a,f(a)) y por consiguiente - ' como la 
£ {á) 
pendiente de la recta normal a la curva en el mismo punto. 
Ejemplo 1 
Dado el punto P=(2,1) y la curva representada por la gráfica de f(x)=x2+1; 
hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a esta curva que pasan por 
P. 
En la figura 49 se pueden apreciar las rectas que se buscan 
Figura 49 
1 8 6 
Suponga que el punto de tangencia de la recta L1 o L2 es (a,f(a)), se trata 
inicialmente de determinar el valor o los valores de "a". Para ello, recuerde 
que la pendiente de esta recta se puede hallar de dos formas: Como 
a2=2a(a-2)=2a2-4a, luego 2a2-a2-4a=0 <=> a2-4a=0 <=> a(a-4)=0 y asi a=0 
o a=4, por tanto existen dos rectas tangentes a la curva que pasan por el 
punto (2,1). Una con punto de tangencia (0.f(0))=(0,1) o sea con pendiente 
f(0)=0, luego su ecuación es y-1=0(x-0) y otra con punto de tangencia en 
(4:f(4))=(4,17) o sea con pendiente f(4)=8 y asi su ecuación es y-17=8(x-4). 
Ejemplo 2 
Encontrar las ecuaciones de las rectas normales a la curva y = - y 
paralelas a la recta y=2x+5 (Fig 50). 
f (a) - 1 = a2+ 1-1 = a2 
a-2 a-2 a-2 y como f(a)=2a, entonces =2a , así que 
Figura 50 
y = 2x + 5 
f(x| = 1 / x 
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- 1 -_ 1 - a 2 
Las rectas buscadas tiene por pendiente f{a) zl > donde (a,f(a)) 
a2 
representa el punto o los puntos sobre la curva en donde las rectas 
buscadas son perpendiculares a las rectas tangentes. 
Por otro lado como la recta es paralela a y=2x+5, su pendiente debe ser 
igual a 2 y asi a2=2 => a=±/2, por tanto las ecuaciones de las rectas 
normales son: 
y-f( /2) = 2(x-/2) y y-f(-/2) = 2(x+V2), es decir, 
y-1/V~ 2 = 2 (xV 2) y y+1//2=2(x+/2) 
B) Velocidad y Aceleración 
Se trata de resolver problemas en los cuales interviene una función s(t) que 
representa el espacio recorrido por un objeto en el tiempo t y por 
consiguiente, como se habia visto anteriormente, s'(t) y s"(t) representan 
respectivamente la velocidad y la aceleración del objeto en ese mismo 
instante. 
Ejemplo 1 
Supóngase que se arroja una pelota hacia arriba desde lo alto de un edificio 
de altura 160 mts de tal forma que en un instante t se encuentra a una 
altura s(t)=-16^+6^+160 del piso, halle: 
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a) El espacio recorrido entre t=2 y t=3 segundos 
b) Velocidad promedio en este intervalo de tiempo 
c) La velocidad instantánea en t=3 seg 
d) La aceleración instantánea en t=2 seg 
e) Cuándo alcanza su altura máxima y Cuál es ? 
f) Cuándo llega al piso y con qué velocidad ? 
Solución 
a) el espacio recorrido entre t=2 y t=3 seg es: 
s(3)-s(2)=(-144+192+160)-(-64+128+16)=128 mts 
b) Velocidad promedio = s ( 3 ) ~ s ( 2 ) = -ÜL 
' v 3 - 2 1 seg 
c) Velocidad instantánea s'(t)=-32t+64, luego ésta en t=3 seg es: 
s'(3)=-32*3+64=-32 m/seg. (Qué significa el signo negativo?) 
d) Aceleración instantánea = s"(t) = -32, luego ésta en el 
instante t=2 seg es s"(2)=-32 m/seg2 
e) La altura máxima la alcanza cuando la velocidad es cero, es decir, 
cuando s'(t)=-32t+64=0 o sea en t=2 seg. y ésta es: 
s(2)=-16*4+64*2+160=224 m 
f) La pelota llega al piso cuando s(t)=0, es decir, cuando -16^+641+160=0 
y esto ocurre cuando t<2±/14, por lo tanto la pelota llega al piso cuando 
t=2+/14 seg y la velocidad con que llega es s'(2+V"14)=-32(2+V" 14)+64 « 
-119.7 m/seg. 
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C) Razón de cambio 
Suponga que una cantidad está variando respecto al tiempo mediante una 
expresión y=f(t), por ejemplo el volumen de una bomba al inflarla varía con 
el tiempo o el volumen de agua en un depósito con una llave abierta 
también es función del tiempo; surge así la pregunta ¿ Con qué velocidad 
están variando estas cantidades respecto al tiempo en un determinado 
instante ?. Dicha velocidad está representada por y'(t) lo cual se puede 
demostrar, de la misma forma como se hizo con la velocidad de una 
partícula que recorre un espacio s(t), y se llama Razón de cambio de y=f(t) 
en el instante t. 
Además se pueden presentar algunos problemas en los cuales dos 
funciones que varían con el tiempo aparecen relacionadas mediante una 
ecuación. Es evidente que al derivar esta ecuación respecto al tiempo 
aparecen relacionadas las razones de cambio de estas dos funciones. 
Ejemplo 1 
Una placa circular se dilata por el calor de manera que su radio aumenta a 
una razón de 2 mts cada segundo. 
¿ Con qué razón aumenta el área cuando su radio es de 4 mts ? 
Area del círculo de radio r: A(r)=7rr2; = 2nr 
\ / ' dr 
Razón de Cambio del radio r: r'(t) = = 2 —2L dt seg 
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Razón de Cambio del Area: 
A'it) ^ = dt dr dt dt 
Razón de Cambio del Area cuando r=4: A'(4)=47t(4)=167r 
Ejemplo 2 
Un punto P se mueve a lo largo de la circunferencia )^+y2=25. Cuando 
pasa por el punto (3,4) su ordenada "y" disminuye a razón de 6 mts/seg 
c Cómo varía la abscisa x ? 
Para cada instante t, x2(t)+y2(t)=25, derivando respecto a t se tiene que. 
esdecir, u dt dt dt dt 
Sea t el instante en el cual el punto pasa por (3,4), luego 
=o , es decir, = 8 ^ . dt dt dt dt 3 seg 
Ejemplo 3 
Un avión se dirige hacia el norte a 640 km/hora, pasando por cierta ciudad 
al medio día, un segundo avión se dirige hacia el este a 600 km/hora y está 
exactamente sobre la misma ciudad 15 minutos más tarde. Si los aviones 
vuelan a la misma altura ¿ Con qué razón se separan a la 1:15 P.M ? 
1 9 1 
Figura 51 
Sea to el tiempo inicial a las 12:15 hora en que el segundo avión está sobre 
el pueblo P (fig 51). En este instante, el primer avión ha recorrido un 
espacio de 640/4 = 160 km (e=vt; v=640 km/hora, t=1/4 hora). 
Sea 'y" la distancia recorrida por este avión después de las 12:15 , "x" la 
distancia recorrida por el segundo avión en éste mismo tiempo t y "s" la 
distancia que separa los dos aviones en este instante. Puesto 
f t - 6 4 0 l¿Ta f t = 600 -th y « - A 2 + ( y + i 6 0 ) 5 Y como t=1 
entonces y=640/1=640 km y * = eook/h = è 0 0 k y 3 J 1 hora ' 
S = y'(600)2 + (640 +160)2 = 1000 . por tanto ya que s W + í y + i e O ) 2 se 
deduce que: 
2 = 2 x ^ + 2 ( y + 1 6 0 ) =2 (6 00) 6 00 +2 ( 6 4 0 +16 0) 6 4 0 => 
dt dt dt 
1 9 2 
ds _ 2 ( 6 0 0 ) 2 + 2 (640 + 16 0) 64 0 _ 2 (6 00) 2 + 2 ( 6 4 0 + 1 6 0 ) . 6 4 0 _ g 7 2 k 
dt 2 s 2 * 1000 h 
EJERCICIOS 
1. Una partícula se mueve a lo largo de la parábola y=x2. ¿ En qué punto 
de su recorrido están cambiando a la misma velocidad la abscisa y la 
ordenada de la partícula ? 
2. Sea A, D, C, r el área, el diámetro, la longitud y el radio de un círculo 
respectivamente. En un instante determinado, r=6, Hallarla 
tasa de variación de A respecto a; r, D, C, y t. 
3. Un punto se mueve a lo largo de la curva y = j x 2 + i . de tal forma que 
- ^ = 4 , halle cuando x= 3 . 
dt dt 
4. Un cuadrado se expande con el tiempo. ¿ Cómo se relacionan la razón 
de aumento del área del cuadrado con la razón de aumento de la longitud 
de su lado ?. 
5. Las aristas de un cubo variable aumentan a razón de 3 cms/seg ¿ Con 
qué variación aumenta el volumen del cubo cuando una arista tiene 10 cms 
de longitud ?. 
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D) Aplicaciones de Máximos y Mínimos 
La teoría que se dió sobre máximos y mínimos no solamente se utiliza en 
la construcción de gráficas, sino también para resolver ciertos problemas en 
los cuales es necesario maximizar o minimizar ciertas variables. 
Para resolver estos problemas es necesario inicialmente trasladar el 
problema al lenguaje matemático, definiendo claramente cuál es la función 
que se va a maximizar o minimizar y cuáles son las dependencias entre las 
diferentes variables que aparezcan. 
Ejemplo 1 
Halle dos números positivos que sumados den 12, tal que su producto sea 
máximo. 
Sean x,y los dos números, la expresión que se va a maximizar es xy, pero 
como x+y=12, es decir, y=12-x, entonces ella se puede representar como 
una función en la variable x, f(x) = x(12-x) 0<x<12 y así el problema se 
reduce a hallar el máximo absoluto de esta función, que de acuerdo a lo ya 
conocido se presenta donde f(x)=0 o en los extremos de [0,12], 
Como f(x) = x(12-x) = 12x - x2; f(x) = 12 - 2x = 0 <=> x = 6 y como 
f(6) = 6 (12 - 6) = 36, f(0) = 0, f(12) = 0 
entonces su máximo valor se encuentra en x = 6 y su valor 
es 36, luego los números positivos pedidos son: 
x = 6 y y = 12-6 = 6. 
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Ejemplo 2 
Hallar la altura del cono circular recto de volumen máximo que se puede 
inscribir en una esfera de radio 6 mts. 
Solución: 
Sea x el radio del cono y "y" s u altura (Fig. 52) 
La función a maximizar es el volumen del cono, es decir, x 2 y , pero 
por el teorema de Pitágoras,de la figura 52 se tiene que: 
x2 = 62 - (y - 6)2, luego la función v se puede representar en términos de la 
variable "y" así: 
V = j i t (x 2 y ) = 1 rc (36- (y-6)2) y 
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= 4 ny2-~y3 0<.y±12 
esta función es derivable en todo el intervalo (0,12), por tanto el valor 
máximo se puede presentar donde v'(y)=0 o en y=0 o en y=12. 
Si v'(y)=0 entonces 87iy-7iy2=0 <=> y=0 o y=8. 
Puesto que v"(y)=87i - 2ny, en tonces V"(8)=8TI: - 16TI= -8TC<0, 
luego en y=8 se presenta un máximo relativo y como v"(o)=87i>0 hay un 
mínimo relativo en y=0 y así el volumen máximo se presenta en y=8, ya que 
v(8) =4 j t 8 2 - ^8 3 = j i 8 2 ( 4 - - | J = i ^ - es mayor que v(0)=0 y v(12)=0 
Ejemplo 3 
Hallar dos puntos sobre y=x3 cuyas abscisas difieran en 2, de tal forma que 
la recta que los une tenga pendiente mínima. 
Sean (x,y), (a,b) dos puntos sobre la gráfica de y=x3, como se pide que las 
abscisas difieran en 2 entonces a-x=2, luego a=x+2 y como b=a3 => 
b=(x+2)3 y así la pendiente de la recta que pasa por estos dos puntos es 
= b - y = b ^ y = ( x + 2 ) 3 - x 3 p o r t a n t 0 . 
a-x 2 2 J 
m'(x) = ^[(x+2)2-x2] = ^ (4x + 4) =0 <=> x=-1 . m"(x)=6, así que 2 2 
m"(-1)=6 > 0, luego en x=-1, se presenta un mínimo, luego los puntos 
buscados son: (-1,(-1)3) = (-1,-1) y (-1+2,(-1+2)3) = (1,1) 
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EJERCICIOS 
1. Hallar la mínima distancia del punto (3,3) a la recta 
x-y=1. 
2. Un trozo de alambre de 10 mts de longitud se corta en dos partes. Una 
parte será doblada en forma de triángulo equilátero, y la otra parte en forma 
de cuadrado. ¿ Cómo se debe cortar el alambre para que la suma de sus 
áreas sea: 
a) Máxima b) Mínima 
3. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que puede ser 
inscrito en un cono de radio 3 mts y altura 15 mts. 
4. Hallar la línea recta que pasa por (8,18) con intersecciones con los ejes 
coordenados positivos, tales que la suma de ellas sea mínima. 
5. Cuál es el mayor perímetro de un rectángulo que puede inscribirse en un 
semicírculo de radio 3 ? 
6. Cuál es la forma del rectángulo con perímetro P fijo que encierra la mayor 
área ? 
7. Halle las dimensiones del rectángulo de área máxima que puede ser 
inscrito en la elipse: 2£Í + Z Í = i 
r 4 9 
8. Demostrar que la mínima distancia del punto (x0,y0) a la recta Ax+By+c=0 
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9) Hallar el radio del cilindro de superficie lateral máxima que puede ser 
inscrito en una esfera de radio R 
E) Regla de L'Hopital 
Observando las funciones U ~ D 2 2 { x ~ 1 ] ; ' x ~ 1 ) 2 ; , se puede x-l x - l ( x - l ) 4 ^ 
apreciar que cuando x->1, estas funciones tienden a 0, 2 y +00 
respectivamente, pero además si se reemplaza directamente x por 1 en 
cada una de estas expresiones, todas ellas son de la forma . Con esto 
se trata de ilustrar que al calcular l im , sabiendo que es de la forma 
su resultado puede ser un número real cualquiera o ±00, a expresiones de 
este tipo y de la forma se llaman formas indeterminadas. Límites de 
este tipo aparecen con cierta frecuencia en algunos problemas de 
aplicación, y sus cálculos en algunas ocasiones se pueden realizar con 
determinados cambios de variable o métodos artificiosos como cuando se 
calcularon atrás ü m s e n x ; l i m 1 ; l i m x i " 8 . 
x- 0 x x-o x X~2 X~2 
Pero existe un método más general que nos permite calcular muchos límites 
1 9 8 
de este tipo, que es la llamada regla de L hopital: 
Supóngase que Lim representa uno de los límites: 
í im ; l i m ; l i m ; l i m ; l im ; y SUponga además que Lim f(x)=0 y 
x~c x-c* x-~c~ 
Lim g(x)=0 (o Lim f(x)=±oo, y Lim g(x)=±oc) 
SÍ LIM f'{x) = 
g ' U ) 
número L 
+ oo => LJM-^4 = LIM f'}x) 9(X) g'(x) 
NOTA 1 Recuerde que antes de aplicar la regla de L hopital, debe 
cerciorarse que sea una indeterminación de la forma cr £ i pues de lo 
contrario no es aplicable. 
NOTA 2. Observe que al aplicar la regla de Phopital a la expresión , 
no se calcula la derivada del cociente f [ x \ , sino que se divide la 
g[x) ^ 
derivada de f(x) entre la derivada de g(x). 
NOTA 3. Si al aplicar la regla de I hopital a i im-^|~j- , la expresión 
l i m sigue siendo de la forma o ~ se puede aplicar 
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nuevamente la regla de L'Hopital a esta expresión,y si persiste la 
indeterminación de este tipo se puede aplicar las veces que sea necesario 
hasta hallar el límite. 
Ejemplos 
Hallar í i m ^ ^ . 
x-0 X 
Observe que es de la forma . Derivando numerador y denominador se 
obtiene: l im = l im = i 
x-0 X x-o 1 
Ejemplo 2 
Hallar l i m j - n { ; e m g j . 
l n ( t a n x ) 
Observe que es de la forma , por tanto: 
! • l n ( s e M ) , . ( l n ( s e n x ) )' • 2 
l i m - — = l i m — '—!—t = l i m cos2x= 1 l n ( C a n x ) ( i n ( t a n x ) )' Ejemplo 3 
Hallar l im . 
x - 0 X i 
2 0 0 
Observe que es de la forma , por tanto 
I i m s e n ^ x = i i m
 c o^x~1 , que también es de la forma , luego 
x-o x* 3x¿ 0 a 
l i m i ® ^ = i i m ££sx^l = l i m _ senx = _ 2 
x 3 x - o 3x2 x - o 6x 6 
Ejemplo 4 
i • _ 4 t a n x 
Hallar l l f n TT n l + s e c x 
"2 
Es de la forma — luego 
4- RVI W 
l i m 4 t a n * = u n , 4 s e c 2 * = l i m =4 
x „ l+secx jt s e c x t a n x „ senx 
2
 X * 2 * " ~2 
Ejemplo 5. 
Hallar l i m — f l -
x- X3 + 1 
Es de la forma — , luego 
l i m f * = l i m - ^ - = l i m = l i m - ^ - = +« 
x3 + 1 x-*» 3x2 x * 6x x-+» 6 
2 0 1 
Ejemplo 6 
En el cálculo del üm , que es de la forma — , al aplicar la regla 
x-0 X 
de l'hopital se tiene: 
ü m = i i m — — - = ü m - — - — que es de la forma — , luego 
x y/2 + x 2 s¡x2 + 2 +0° 
aplicando nuevamente la regla de L'hopital se tiene: 
l i m ^ + ^ l i m * = l i m L _ = i i m j / Z H 
X- \Jx2 + 2 x x , es decir se regresa ai 
y/2+X2 
límite original, lo que permite concluir que la regla de L'hopital aunque es 
aplicable no conduce a ningún resultado, por tanto el límite debe calcularse 
por otro método. (Cuál ?) 
Hay otro tipos de límites que no siendo de la forma o ~ se pueden 
llevar a esta forma. 
Es el casó de límites indeterminados de la forma: 
1) Lim f(x).g(x) donde f(x)->0 y g ( x ) ->±oo , que se pueden representar como 
ü m x o i i m , en los cuales es aplicable la regla de l'hopital. l / f ( x ) l / g ( x ) 
2) Lim f(x)9(x), cuando f(x)->0 y g (x ) ->oo, en este caso el límite se representa 
como: 
2 0 2 
Lim f(x)9(x) = Lim e9(x)ln(x) y el limite de este exponente es de la forma tratada 
en 1). 
3) Lim (f(x) - g(x)), cuando f (x) ->+oo y g(x)->+oo, en este caso se busca a 
través de manipulaciones algebraicas llevarlo a una forma donde sea 
aplicable la regla de l'hôpital. 
Ejemplo 1 
Hallar . 
Es de la forma 0(-oo) y se llevará a la forma así: 
l i m x l n x = = l i m -x=0 
Ejemplo 2 
Hallar l i m ( l - t a n x ) s e c 2 x 
Es de la forma (0(+oo)) y se llevará a la forma - . así: 
l i m ( 1 - t a n x ) s e c 2 x = l i m 
it « 
(1 - t a n x ) 
c o s 2 x 
= l i m 
-2 sen 2x 
-sec¿x = 1 
Ejemplo 3 
Hallar l i m xsen— 
X 
2 0 3 
es de la forma + oo( 0), y 
i 1 1 sen— ~—-eos — 
l i m — — ^ = l im —— =l im eos— = 1 
X - + O O 1 _ 1 X ~ + « X 
Ejemplo 4 
Hallar l im ( i +x) » 
x-0* 
Es de la forma 1+ac¡ entonces 
¿ Xn (1 +x) lim ln(l+x) l i m _J_ 
l i m ( l + x ) j f = l i m e * = ex'°* x ex~°* 
Ejemplo 5 
i 
Hallar í i m x * 1 
x-1* 
Es de la forma 1+=c; por lo tanto 
i Inx lim lim — 
l im x * 1 = l i m e X_1 = e*"1* = e^1* x = e1 = e 
Ejemplo 6 
Hallar i i m x x 
X - + <*> 
Es de la forma (+oo)°; luego 
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i iHi? lim iü* Um 1 
l i r a x x = l i m e x = x = e * — * = e ° = l 
Ejemplo 7 
Hallar 
x— 0* 
Es de la forma 0o; entonces 
lim xlnx 
l i m x x = l i m e * l n x = e * - 0 * = e ° = l 
x-0 * x-0* 
Ejenplo 8 
Hallar l i m I 1 - - 1 — 
x-o* \ x senx 
Es de la forma (+<») - (-oo); por lo tanto 
l i m / - - — i — U l i m t s e n x - x \ = l i m / 1 
\ x senx I \ xsenx / \ senx + xcoxx, 
. i m / 
c-<r \ 
-senx \ _ 0 _ 0 
2cosx-xsenx 2 
Ejenplo 9 
Hallar l im X 
\ x - 1 l n x 
Es de la forma (+oo) - (-oo); por lo tanto 
X ^ \ x - l l n x / \ ( x - 1 ) l n x ) \ x - 1 + x l n x , 
l i m / l + l n x | = 1 
\ 2 + l n x 2 
2 0 5 
EJERCICIOS 
Hallar el valor de los siguientes límites 
I) 
A senx « , . e3*-l ~ . x-4 
1- l i m — ; ^ 2. l im ± 3. l i m 
x-0 
5 . l i m x + c o s - y 6 ü m [ l + — \ * 7 l i m l í ^ 
8 l i m ( 1 + x ) c o t x 
x-0* 9. l i m x-4 
X 4 _ 256 
x - 4 10. l i m x-o 4 x 
1 1 . l i m ( e x + 3 x ) * l o l i m x s e n x 1 3 
x-0 
14. l i m x2ex 1 5 . l i m l n x - l 
X - - « • x - e 
18 . l i m C O S h x - 1 -i . / 1 \tanx 
x-o 1 -COSX 19. l im — x-0 \ X I 
l i m l n x ( l n ( x - 1 ) ) X— 1 
16 . l i m s e n ' ± x 
x-o e2x-l 
2 0 . l i m ( l - x ) c o s ^ 
x— 1 
II) Hallar el valor de c tal que l i m ( x ± £ \ x = 4 \ X- C 
III) Hallar el valor de n tal que l i m ( = 9 
IV) Cuáles de las formas siguientes son indeterminadas ?: Ilústrelas con 
ejemplos: 
2 0 6 
O(-oo); 0(+oo); (+oo)-(+oo); ( - « H - ® ) ; , - . 
(+oo)+(-oo); ( -oo)-(^o); 0°, (±oo)°; 1*" ; ; 0+ œ ; ( + « , ) - ; (+oo)(+oo) 
( + 0 0 H - « ) ; (-oo)+(-oo); ( -OO)(+QO); ^ ; 
2 0 7 
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